L3 Mathématiques Université du Littoral Cote d’Opale

Feuille 2 - Complétude et point fixe

Exercice 1
On considére R? muni de la norme || - ||;. Montrer que (R?, |- ||1) est complet.

Exercice 2
Soit (£, ||-]|) un espace de Banach et F' un sous-espace vectoriel de E.
Supposons que F' soit fermé dans E. Montrer que (F, ||-||) est un espace de Banach.

Exercice 3
On considére E = C(]0,1],R), muni de la norme

[flloo = sup |f(z)].

z€]0,1]

Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans F.

1. Montrer que pour tout x € [0,1], la suite réelle (f,(x)), est une suite de Cauchy.
En déduire qu’il existe une fonction f : [0,1] — R telle que f,,(z) — f(z) pour tout x € [0, 1].
Montrer que la convergence f,, — f est uniforme.

Montrer que f est continue.

o W

Conclure que (C(]0,1]), |||lcc) est un espace de Banach.

Exercice 4
Vrai ou faux ? Si (E,|| - ||g) est un espace de Banach, alors E \ {zg} n’est pas complet.

Exercice 5
Soient (E,|| - ||g) et (F,|| - ||r) deux espaces vectoriels normés, et L(E, F) 'espace vectoriel des
applications linéaires continues de F dans F.

1. Montrer que la norme opérateur || - ||op est une norme sur L(E, F).

2. Supposons F' complet. Montrer que L£(E, F') est un espace de Banach.

Exercice 6
On considére F = R, muni de la norme valeur absolue, et 'application ¢ : £ — E définie par

1

o(x) = 5 cos(z).

1. Justifier que E est un espace de Banach.

2. Montrer que, pour tous x,y € E,

() — plu)| < 5l —yl.

3. En déduire que ¢ est une contraction.

4. A T’aide du théoréme du point fixe de Banach, montrer que ¢ posséde un unique point fixe
aeR.

5. Montrer que a € [0, 3].

6. Soit zo € R et la suite définie par

1
Tpt1 = p(Tn) = B cos(xp,).

Montrer que (z,) converge vers «, l'unique solution réelle de I’équation cos(a) = 2av.
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Exercice 7
Donner un exemple d’un espace vectoriel normé (E, || - ||g) et d’une contraction f: E — E qui ne
posséde pas de point fixe.

Exercice 8
Soit (E,|| -]|) un espace de Banach. Trouver une fonction f : E — E, tel que

£ (@) = ) < |l —yl|

pour tout (z,y) € E?, et tel que f n’a pas de point fixe dans E.

Exercice 9
Soit (E,||-||) un espace de Banach. Supposons que pour f: E — F il existe un k > 1 tel que l'itéré

fi=fo-of
—_—
k fois
est contractante. Montrer que f posséde un unique point fixe dans FE.
Exercice 10

Considérons E = C!([0,1]) muni de la norme définie par || f|| := || flloo + || f/|lcc- Posons T: E — E
comme

T(f)(x) =1 —|—/Om f(t —t%)dt.

1. Montrer que E est complet par rapport a || - ||.
2. Montrer que pour tout z € [0, 1] et pour tous f,g € E on a

IT2(f)(2) — T*(9)(@)] < ZIIf = gllos.

=

3. Montrer que T2 est une contraction.

En déduire que T posséde un unique point fixe dans FE.

5. Conclure qu'il existe une unique fonction f € C*([0,1]) telle que f(0) =1 et f'(z) = f(x — x?)
pour tout z € [0,1].
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