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Feuille 2 - Complétude et point fixe

Exercice 1
On considère R2 muni de la norme || · ||1. Montrer que (R2, ∥ · ∥1) est complet.

Exercice 2
Soit (E, ∥·∥) un espace de Banach et F un sous-espace vectoriel de E.
Supposons que F soit fermé dans E. Montrer que (F, ∥·∥) est un espace de Banach.

Exercice 3
On considère E = C([0, 1],R), muni de la norme

∥f∥∞ = sup
x∈[0,1]

|f(x)|.

Soit (fn)n∈N une suite de Cauchy dans E.

1. Montrer que pour tout x ∈ [0, 1], la suite réelle (fn(x))n est une suite de Cauchy.
2. En déduire qu’il existe une fonction f : [0, 1] → R telle que fn(x) → f(x) pour tout x ∈ [0, 1].
3. Montrer que la convergence fn → f est uniforme.
4. Montrer que f est continue.
5. Conclure que (C([0, 1]), ∥·∥∞) est un espace de Banach.

Exercice 4
Vrai ou faux ? Si (E, || · ||E) est un espace de Banach, alors E \ {x0} n’est pas complet.

Exercice 5
Soient (E, || · ||E) et (F, || · ||F ) deux espaces vectoriels normés, et L(E,F ) l’espace vectoriel des
applications linéaires continues de E dans F .

1. Montrer que la norme opérateur || · ||op est une norme sur L(E,F ).
2. Supposons F complet. Montrer que L(E,F ) est un espace de Banach.

Exercice 6
On considère E = R, muni de la norme valeur absolue, et l’application φ : E → E définie par

φ(x) =
1

2
cos(x).

1. Justifier que E est un espace de Banach.
2. Montrer que, pour tous x, y ∈ E,

|φ(x)− φ(y)| ≤ 1

2
|x− y|.

3. En déduire que φ est une contraction.
4. À l’aide du théorème du point fixe de Banach, montrer que φ possède un unique point fixe

α ∈ R.
5. Montrer que α ∈ [0, 12 ].
6. Soit x0 ∈ R et la suite définie par

xn+1 = φ(xn) =
1

2
cos(xn).

Montrer que (xn) converge vers α, l’unique solution réelle de l’équation cos(α) = 2α.
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Exercice 7
Donner un exemple d’un espace vectoriel normé (E, || · ||E) et d’une contraction f : E → E qui ne
possède pas de point fixe.

Exercice 8
Soit (E, || · ||) un espace de Banach. Trouver une fonction f : E → E, tel que

||f(x)− f(y)|| ≤ ||x− y||

pour tout (x, y) ∈ E2, et tel que f n’a pas de point fixe dans E.

Exercice 9
Soit (E, || · ||) un espace de Banach. Supposons que pour f : E → E il existe un k ≥ 1 tel que l’itéré

fk := f ◦ · · · ◦ f⏞ ⏟⏟ ⏞
k fois

est contractante. Montrer que f possède un unique point fixe dans E.

Exercice 10
Considérons E = C1([0, 1]) muni de la norme définie par ∥f∥ := ∥f∥∞ + ∥f ′∥∞. Posons T : E → E
comme

T (f)(x) := 1 +

∫︂ x

0
f(t− t2) dt.

1. Montrer que E est complet par rapport à ∥ · ∥.
2. Montrer que pour tout x ∈ [0, 1] et pour tous f, g ∈ E on a⃓⃓

T 2(f)(x)− T 2(g)(x)
⃓⃓
≤ 1

4
∥f − g∥∞.

3. Montrer que T 2 est une contraction.
4. En déduire que T possède un unique point fixe dans E.
5. Conclure qu’il existe une unique fonction f ∈ C1([0, 1]) telle que f(0) = 1 et f ′(x) = f(x− x2)

pour tout x ∈ [0, 1].
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